
« T H É O R È M E  DE P Y TH A G O R E  », 

ORIGINE DE L A  G É O M É TR IE  SCIEN TIFIQ U E

Par  M. H. -G . Z e u t h e n
Professeur à l ’Université de Copenhague.

Habitués depuis notre enfance à la r igueur géométrique, nous avons 
souvent quelque difficulté à en bien distinguer les notions géomé­
triques. Nous sommes disposés à croire que celles-ci se sont présen­
tées suivant leur simplicité logique, ou bien dans le même ordre qu'il 
faut suivre pour bien fonder chaque nouveau progrès sur des faits 
déjà bien établis.

Déjà le premier historien des mathématiques,  E l i d e r n e ,  de Rhodes, 
est tombé dans une méprise de ce genre. Il attribue, en effet, à 
T h a l e s  la découverte de différentes proposit ions abstraites qui n ’au­
raient aucun sens si elles ne faisaient pas partie d'un système de géo­
métrie assez développé, celle-ci, par exemple: « Deux triangles ayant 
un côté égal compris entre deux angles égaux chacun à chacun sont 
égaux ». 11 dit que T h a l e s  devait s’en servir, d ’après la manière dont 
on rapporte qu'il déterminait la distance des vaisseaux en m e r 1. Cer­
tainement,  en déterminant ,  au moyen de mesures qu'on peut se 
procurer,  des distances à des points inaccessibles, on aura su pro­
fiter de la vérité exprimée par ledit théorème et probablement même 
aussi de la proportional i té des côtés de deux triangles ayant deux 
angles égaux chacun à chacun;  mais il y a loin de là à en faire un 
théorème exprès et à reconnaître sa dépendance de vérités encore 
plus simples.

De la même manière beaucoup d'autres vérités géométriques,  et 
non pas celles-là seules qui font naturellement le point de départ

1 P. T a n n k r y . Im  g é o m é t r i e  g r e c q u e ,  p. 90.
I I me C O N G l i K S  I N T K R N .  D K  P h  I I.O S O  F> 111 F . 19 0 4 .
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des systèmes scientifiques de géom étrie, ont été à la d isposition  des 
hom m es longtem ps avant les véritables com m encem ents de ces sys­
tèm es. On en trouve les^traces dans tous les m onum ents d ’une an­
tique civilisation. Un bâtim ent à base rectangulaire  et bien orien té 
m ontre une connaissance de l’angle dro it et de m oyens de le cons­
tru ire , ainsi que la possession de procédés soit pour dé term in er la 
trace horizontale du plan vertical passan t par l’étoile po laire, soit 
pour diviser en deux l ’angle des droites m enées aux po in ts du lever 
et du coucher du soleil. A la  régularité  des p ierres des parois ou des 
carreaux du sol et à la décom position de la m asse de l ’argile en b r i­
ques carrées ou rectangulaires s’est attachée une idée des aires de 
figures planes : car le nom bre des briques nécessaires pour les rem ­
p lir en est une expression. Cette idée a trouvé encore des applica­
tions dans la d istribu tio n  des te rres. Le prem ier dessin a été du 
m oins l’essai de constru ire  une figure sem blable à une au tre ; les 
différenls arts, tels que la fabrication de tu iles, au ron t fait observer 
pour des nom bres sim ples et entiers la proportionalité  de leu rs aires 
aux carrés des côtés hom ologues. On aura étendu ces p rop o rtio na- 
lités à certaines autres figures sem blab les; on n ’aura pas attendu 
pour l’appliquer à la p roportionalité  de deux cercles aux carrés de 
leurs rayons q u ’on sût la dém ontrer par la m éthode d ’exhaustion . 
En décom posant le plan en carrés et en y m enant des diagonales, on 
aura obtenu im m édiatem ent la duplication  d ’un carré, que nous re ­
gardons à p résen t comme une application particu lière  du théorèm e 
de Pythagore. On a pu le faire sans y attacher la m oindre idée du 
théorèm e g én é ra l1. De même le jeu le plus sim ple avec un compas 
plus ou m oins grossier a pu conduire à la construction  de triang les 
et d ’hexagones réguliers, à la décom position du plan en ces figures et,

1 S c h o p e n h a u e r  recommande ( Welt als Wille und Vorstellung, B. 1, § 15 et 
ailleurs) la même appropriation intuitive des vérités géométriques qui a été pos­
sible avant la géométrie propre; mais il n’a pas su évaluer la portée de cette 
appropriation. Voilà ce qui le porte à reprocher à E uclide  de ne pas rendre sa 
démonstration du théorème général de Pythagore aussi simple que celle de son 
application à un triangle rectangle et isocèle, à laquelle nous avons fait allu­
sion ici, et dont se sert Socrate dans un dialogue de Platon  pour apprendre la 
duplication d’un carré à l ’esclave de Ménon. E uclide  s ’en serait sans doute servi, 
s ’il ne s ’était agi que de ce cas particulier. Les artifices de la démonstration 
générale à'E uclide  lui étaient nécessaires, parce qu’il avait besoin du théorème 
avant d’avoir parlé de la similitude, et sa démonstration est à cet égard un chef- 
d’œuvre. Nous nous occuperons du reste plus loin des voies plus intuitives qui 
ont pu conduire à la première découverte du théorème général.
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peu t-ê tre  à la trip lication  de triangles équilatèresL  Aux observations 
q u ’on a pu faire ainsi aura aussi appartenu l ’égalité des différentes 
parties d une figure présen tan t une sym étrie ou uniform ité visible.

Avant la géom étrie propre, ceux qui ont eu dans leur m étier ou 
art à s’occuper des figures en question en ont pu acquérir par l’in ­
tu ition  les connaissances dont nous venons de p a rle r: ce fut le ré­
sultat d ’expériences réitérées assez souvent et de com paraisons et 
raisonnem ents assez sim ples, gravés assez prom ptem ent dans la mé­
m oire pour faire croire im m édiates les notions ainsi acquises. On a 
aussi besoin de l’in tu ition  dans la géom étrie exacte. Non seulem ent 
elle est le m eilleur guide vers les nouvelles découvertes, qu’il faut 
dém ontrer ensuite rigoureusem ent, mais en même tem ps elle est 
d ’un usage bien reconnu dans les systèmes géom étriques, soit dans 
celui d ’Euclide soit dans ceux dont la construction exacte fait un 
objet de prédilection pour les géom ètres du vingtièm e siècle. Seule­
m ent les peuples ayant une civilisation sans aucune géom étrie propre, 
ainsi que les hom m es de m étier à Rome, où l’on n’en avait guère de 
vraim ent scientifique, et même souvent de nos jours, appliquent cette 
in tu ition  à chaque figure dont ils ont à s’occuper, tandis que, dans 
les systèm es, on rédu it l’application de l ’in tu ition  au plus petit 
nom bre possible des cas les plus sim ples; pour ceux-ci on avoue 
q u ’on ne les tien t que de l ’in tu ition  (axiomesj, ou bien on les postule 
sans se soucier de l’orig ine de ces notions. L’affaire de la géom étrie, 
c 'est seulem ent d 'en déduire les autres vérités. Cela n ’em pêche pas 
que les autres vérités peuvent sem bler ensuite assez intuitives pour 
être u tilisées dans la vie pratique ou servir de points de départ pour 
de nouvelles découvertes.

Quelle raison d ’être a donc la géom étrie propre et quel besoin l’a 
fait naître  ?

Ce besoin s’est m ontré de deux m anières. L’application de la 
sim ple in tu ition  à des questions de plus eh plus com pliquées est 
exposée à dégénérer en une routine qui ne sait plus d istinguer avec 1

1 En expliquant autrement (voir 1 article de M. G. K e w it s c h  dans le XVIIIme 
vol. de la Z eitschrift fü r  A ssyriolog ie) et d ’une manière plus arithmétique l’ori­
gine du système sexagésimal des Babyloniens, on doit peut-être attribuer la 
division du cercle en 360 degrés à la facilité avec laquelle on construit la sixième 
partie du cercle. En effet, c’est à celte sixième partie que s ’applique immédia­
tement la division sexagésimale en degrés, minutes et secondes. Devant les ar­
guments de M. K e w it s c h , nous reconnaissons la faiblesse de l ’explication astro­
nomique de cette division du cercle.
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sûreté le vrai du faux; et, de l’autre côté, en s’occupant des ques­
tions géom étriques, on est conduit à la connaissance de vérités que 
l’in tu ition  n ’était guère capable de saisir, ou du m oins ne le devenait 
qu’après des efforts pour les m ettre en rapport, par une dém onstra­
tion plus ou m oins développée, avec des vérités plus im m édiatem ent 
évidentes.

Le prem ier de ces deux besoins s’est fait sen tir par des m éprises 
telles que les suivantes : Dans la m esure des te rres auxquelles, pour 
com m encer, il é tait naturel de donner une forme rectangulaire , on a 
été conduit ensuite à app liquer aux aires de quadrila tères s’app ro­
chant de la figure rectangulaire la form ule a °,  ̂ ^  ^ où a , b, c, d
sont les longueurs des côtés dans leur ordre naturel. Alors l ’approxi­
m ation n ’est pas mauvaise, mais la routine a conduit à app liquer 
ensuite la même form ule à des figures très différentes du rectangle. 
On trouve cette form ule qui a aussi été employée même pour des 
triang les (regardés comme quadrila tères à un côté égal à zéro) dans 
l’ancienne géom étrie égyptienne, dans la géom étrie indienne, chez 
les agrim enseurs rom ains et même parfois chez nos paysans, et au 
moins les agrim enseurs rom ains l ’ont appliquée à des cas où l ’ap­
proxim ation était fort mauvaise. La construction  d ’un hexagone ré­
gu lier a conduit (en se servant du compas pour m esurer les arcs) à 
la valeur 3 de tt, dont on a fait usage même en des cas où cette ap ­
proxim ation ne suffisait pas.

La prem ière découverte que l ’in tu ition  ne pouvait pas fourn ir im ­
m édiatem ent fut celle du « théorèm e de Pythagore  » appliqué à des 
triangles rectangles et de côtés inégaux. Cela résulte du fait que les 
géom étries qui ont été capables de se développer u ltérieurem ent on t 
pris cette découverte pour point de départ.

Ce progrès n ’est pas encore fait dans l ’ancienne géoriiétrie égyp­
tienne. C’est à elle que s’app liquen t la p lup art des rem arques que 
nous avons faites sur la géom étrie qui se contente d 'in tu itions, et elle 
peut en servir d ’exem ple. Les Egyptiens se sont élevés, dans la mé­
thode de seqt, à l’emploi du rappo rt des deux côtés d ’un triang le 
rectangle pour en fixer la form e, ou bien pour déterm iner l ’incli­
naison de d ro ites; mais dans leu r géom étrie on ne trouve aucune 
trace du « théorèm e de Pythagore  ». Il est possible que, comme le 
suppose M. Cantor*, ils aien t eu une connaissance em pirique du

Vorlesungen, 1, p. 63-64.
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triang le rectangle de côtés 3, 4 et 5; mais les raisons émises en fa­
veur de cette hypothèse ne nous paraissen t pas bien convaincantes. 
C’est à bon droit que le savant h istorien , en parlan t de l’existence 
d ’équerres constatée par des m onum ents figurés égyptiens, ajoute 
que pour construire cet outil on devait posséder des moyens d'en 
con trô ler la ju stesse ; mais il faut ajouter aussi que l’idée générale 
d ’un angle d ro it devait précéder tout moyen em pirique de contrôle. 
On a pu acquérir cette idée soit en p lian t une feuille plane (papyrus, 
parchem in ou drap à une époque où l'on n ’avait pas de papier), soit 
en la tiran t de l’idée de la sym étrie. Et chacune de ces origines de 
l'idée d ’un angle d ro it a pu fournir d ’assez bons moyens pour en 
constru ire  et pour contrô ler ceux qu’on constru it autrem ent. L’idée 
de la sym étrie conduit par exemple à élever la perpendiculaire sur 
un po in t A d ’une droite en y déterm inant prem ièrem ent deux points 
B et C tels que BA =  AC et ensuite hors de la droite un point D tel 
que BD =  CD. Dans le cham p cette construction s’exécute au moyen 
de cordes tendues et elle est employée dans deux des règles que nous 
rapporte  Apastam ba {Sulbasutra)' et dont les Indiens s 'étaient servis 
depuis une époque très reculée pour constru ire  leurs autels. Les 
harpedonaptes égyptiens ont pu faire un usage sem blable des cordes 
auxquelles ils doivent leur nom — tireu rs de cordeau. — Ce nom ne 
suffit donc pas pour dém ontrer qu’ils connaissaient la propriété du 
triangle de côtés 3, 4 et 5 dont parlen t du reste certaines traditions 
g recqu es1 2. M. Cantor regarde lui-m êm e les signes qui pourraient 
ind iquer la connaissance de ce triangle chez les Hébreux et les Baby­
loniens comme assez douteux. Q uoiqu'il en soit, on ne trouve chez 
eux aucune trace d 'une connaissance u ltérieure du « théorèm e de 
Pythagore ».

Les Chinois ont eu de très bonne heure connaissance de la p ro­
priété du triangle de côtés 3,4 et 5. P robablem ent elle a été tout d 'abord 
em pirique et il est difficile de décider à quelle époque on y a rattaché

1 Chap. I, 7 et chap. V ili, 5. Elles se trouvent aux p. 330 et 352 dans la tra­
duction de M. B ü r k , Zeitschrift der deutschen morgenländischen Gesellschaft, 
t. oft. Dans ce qui suit nous citerons cette traduction et lintroduction de M B ürk 
au l. 55 comme B ü r k , 1. 56 et t. 55.

2 M. A u .m a n , G reek  G e o m e t r y  f r o m  T h a le s  to E u c l id ,  p. 29, cite à cel égard 
P l u t a r q u e . Les divisions des pavés en carrés (A l l m a n , p. 33) ont aussi pu offrir 
aux Egyptiens les mêmes occasions d’observation que les décompositions ana­
logues des Indiens dont nous avons par les S u l b a s u t r a s  une connaissance plus 
directe, et dont nous allons parler immédiatement
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une dém onstration sur laquelle nous reviendrons et une* connais­
sance générale du « théorèm e de Pythagore ».

Q uant aux Grecs et asx  Indiens les trad itio ns les p lus anciennes 
signalen t des connaissances plus générales. Celles-ci sont a ttribuées 
par les Grecs à Pythagore; mais le développem ent rapide qu’a subi 
ensuite la géom étrie grecque fondée par ce grand  hom m e, nous a 
dérobé les moyens de bien connaître  la portée de ses connaissances 
et de ses découvertes. Il en est autrem ent pour les Indiens : les Sul-  

basutras nous font connaître  un état de leu r géom étrie presque id en ­
tique à celui auquel, d ’après les m eilleures sources, P ythagore l’au ra it 
élevée. Nous apprenons donc à la fois par là à connaître le niveau 
géom étrique où s’est faite la découverte du « théorèm e de P y th a­
gore » et les progrès u ltérieu rs que cette découverte allait provoquer 
im m édiatem ent.

C ependant cet usage des Sulbasu tras ne sera it pas perm is si, comme 
le croit M. Cantor iy la géom étrie que nous y trouvons n ’est q u ’une 
reproduction  de connaissances grecques ; mais cette hypothèse n ’est 
pas soutenable, si la chronologie de M. Bürk est ju ste . Selon l u i2, 
YApastamba Sulbasutra doit d a ter du quatrièm e ou cinquièm e siècle 
avant Jésüs-C hrist au plus ta rd . Je suppose donc que même les grandes 
divergences des chronologues de l’h isto ire  ind ienne ne renden t pas 
possible de lui assigner une date perm ettan t une influence du côté 
de Heron, qui a vécu probablem ent un siècle après Jésus-C hrist. Du 
reste, après la découverte du véritable texte des M étriques de Herony 
les ressem blances qu’on a cru voir en tre  son œuvre et les Sulbasu-  

tras se réduisen t à celles que l’unité des vérités géom étriques rend  
nécessaires. Comme les Sulbasut/'as s’écartent encore plus du reste 
de la litté ra tu re  grecque que nous possédons et q u ’ils ne nous com m u­
n iquen t que des vérités connues longtem ps avant Euclide, ils nous 
fourn iraien t, dans le cas où ils sera ien t provenus d ’influences grec­
ques, un précieux moyen de connaître  la p lus ancienne géom étrie des 
H ellènes. Mais rien ne prouve une telle influence et nous cro irions 
plutôt, avec M. Bürk, à une influence inverse venant à Pythagore du 
côté orien tal. En effet, M. Bürk d ém o n tre3 que du m oins une partie  1

1 Vorlesungen. t. I, p. 596. [A près la p ublication  de M. B ü r k , M . C antor a 
m odifié ses  vues. (Archiv, der Math. (3), 8, p. 63)]

* B ü r k , t. 55, p. 551.
8 B ü r k , t. 55, p . 553-556 . Mon co llèg u e  M. D. A n d e r s e n  m ’a fait o b server que  

M. M à c d o n e l l  se prononce dans son  H istory o f Sanskrit L ittérature  dans le  
m êm e  sen s que M. B ü r k .
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des connaissances qui s’attachen t au théorèm e dit de Pythagore da­
ten t d ’une époque bien an térieure  aux Sulbasutras. Ceux-ci nous 
rappo rten t en effet des règles rituelles beaucoup plus anciennes. Je 
ne me tiend ra i ici qu’à celui de ses argum ents qui a un côté géom é­
trique, le seul dont je puisse ju ger m oi-m êm e.

Un des autels dont les Subas ultras nous enseignent la construction 
géom étrique est déjà m entionné dans T aittiriya-S am hita  et Sata- 
patha-B rahm ana, œuvres qui datent, selon M. t ì t ir k . au plus ta rd  du 
huitièm e siècle avant Jésus-C hrist. Il 
a la forme d ’un trapèze isocèle (fìg. 1), 
dont la hau teu r est égale à 36 et les 
bases respectivem ent à 30 et à 24.
L 'A pastam ba-Sulbasutra indique p lu ­
sieurs co n s tru c tio n s1 de cet autel, où 
les angles droits sont déterm inés au 
moyen des triangles rectangles su i­
vants : Io EFC qui a pour côtés la 
hau teu r EF ( =  36) et la dem i-base 
FC ( =  15) et dont l ’hypoténuse EC 
doit être égale à 39; 2° les triang les 
BEO et CFO qui on t pour côtés les 
dem i-bases : BE =  12 et FC =  15 
et les deux segm ents de la hau teur 
EO =  16 et OF =  20, et dont les hypoténuses, segm ents de la d ia­
gonale BC, doivent être BO — 20, OC =  25 ; 3° le triang le  EGA 
ayant pour côtés la dem i-base EA =  12 et le segm ent de la hau teur 
EG =  5 et dont l ’hypothénuse do it être AG =  13; 4° le triangle EJA 
ayant pour côtés la dem i-base EA =  12, le segm ent' de la hau teur 
EJ =  35 et dont l ’hypoténuse doit être AJ =  37 ; 5° le triang le  ayant 
pour côté la dem i-base FC =  15 et le segm ent de la hau teur FH = 8  
et dont l’hypoténuse HC =  17.

De même que M. B iirk  et que M. Cantor 2? nous croyons que dès 
l origine^on en a choisi les dim ensions telles qu’on en pût profiter pour 
la construction  des angles droits. Cette construction  n ’est pas m ontrée 
dans les plus anciennes descrip tions de l'au te l; mais c’est probable­
m ent du prem ier des triangles rectangles aux côtés 36, 15 et 39 qu’on 
a fait usage orig inairem ent. Apastam ba  m ontre en effet sa vénération 1

1 B ü r k , t. 56, p. 310-3Ì1 (chap. Y, 1-6). 
8 I, p. 596-597.
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pour ce triang le , non seulem ent en com m ençant par lui et en l’em ­
ployant aussi à la construction de la droite BA (prolongée), mais en 
in trodu isan t dès son prem ier chapitre  (n° 2 )1, cette construction  des 
deux perpendiculaires avant le théorèm e général de Pythagore et 
toutes les autres applications qu’il en fait. Il est du reste assez p ro ­
bable qu’en faisant le choix de la longueur de la plus petite  base on 
a aussi eu égard à la form ation des triang les à côtés entiers BOE et 
C O F 1 2. Quant au facteur com m un 3 des différentes longueurs, il aura 
sans doute été nécessaire ahn de donner aux m ultiples d ’une m esure 
connue des grandeurs convenables pour la construction  de l’autel. 
Ap rès le choix des dim ensions, on s’est plu à profiter de la connais­
sance d ’autres triang les rectangles de côté 12 ou 15 pour m ultip lier 
les procédés de construction .

Les Indiens ont donc eu une connaissance très ancienne du triang le  
rectangle de côtés 15, 36 et 39 ou 5, 12, 13 et probablem ent aussi du 
triang le  3, 4, 5. Les autres notions géom étriques que nous com m u­
nique Apastam ba  se ra ttachen t assez in tim em ent à ces connais­
sances pour nous exem pter d en chercher l ’origine ailleurs que chez 
les Indiens.

Les prem iers chap itres de Y Apastam ba su lbasn tra3 ont un carac­
tère essentiellem ent géom étrique. Dans le prem ier les propositions 
2 et 3 contiennen t les constructions d ’angles droits au moyen de 
cordes de longueurs 15, 36 et 39 ou 3, 4 et 5.

Le n° 4 contient l ’énoncé général du « théorèm e de Pythagore »; il 
est seulem ent, comme dans les autres sulbasutras, appliqué aux côtés 
et à la diagonale d ’un rectangle, et non pas aux côtés d ’un triang le . 
Apastam ba  ajoute que les constructions précédentes sont des app li­
cations de ce théorèm e à des cas où le rectangle est « reconnais­
sable », cela veut dire, évidem m ent, où ses côtés et la diagonale 
s’exprim ent par des nom bres entiers.

Le n° 5 est l ’application du théorèm e précédent à un carré, ou bien 
du « théorèm e de Pythagore » à un triangle isocèle. P ou r la rendre  
utile, elle aussi, à des constructions pratiques d ’angles d ro its, l ’au teur 
indique au n° 6 que pour avoir la diagonale d ’un carré il faut p rend re
, , 1 , 1  1 1 i A . . . .1 +  ô +  ô~7 — Tri du coteï ce qui est une approxim ation assez

O  O  . ï  O  i  O  . i

1 B ü r k , 56, p. 327.
2 Ou aurait-on com m encé par ces deux tr ia n g les?  Cela exp liquera it le facteur  

commun 3 des côtés du triangle E F C.
3 B ü r k , t. 56, p. 327-389.
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bonne de V Le n° 7 contient une construction d ’un carré que nous 
avons déjà citée comme exemple d ’une déterm ination de perpend i­
culaires par des cordes sans dépendance du « théorèm e de Pytha- 
gore ».

Le n° 1 du second chapitre contient l’application de la valeur ap­
prochée de V 2 (1,6) à la construction d ’un carré. Le n° 2 contient la 
construction de a  y  3 (« droite qui produit le trip le  ») comme diagonale
d ’un rectangle aux cotés a  et a  V 2. Dans le n° 3 on rem arque que <2 y /  
est le côté de la neuvième partie du carré constru it sur «y 3, ou bien 
que y / - l= r  Ì  y  3. Les nos 4-5 contiennent l’application du « théorèm e
de Pythagore » à la construction d ’un carré égal à la somme ou à la 
différence de deux carrés donnés, le n° 6 en particu lier la construc­
tion de y 3 =  y 22 — 1.

Dans le n° L A p  a s  t a m b a  transform e un retangle a b  en un carré ; il 
le fait comme E u c l i d e  (11,4) en com m ençant par le transform er en un
g n o m o n , différence des carrés, i ~ ^ ~ )  * Voilà le degré le
plus élevé que notre auteur ait atteint.

Au contraire, il ne sem ble pas connaître le procédé dont E u c l i d e  

se sert (Elém. 1,44), pour résoudre le problèm e inverse : transform er 
un carré (parallélogram m e chez E u c l i d e )  en un rectangle (parallélo­
gram me de memes angles) dont on connaît un côté ( b ) .  Il se borne, 
en effet, à dire dans le n° 1 du t r o i s i è m e  c h a p i t r e  qu ’il faut re tran ­
cher du carré ( c 2 ) un rectangle \bc) au côté [b ] et ensuite adapter 
le reste ( c 2—b c )  à être ajouté au rectangle ( b c ) ,  c 'est-à-d ire  lui donner 
le côté b .  Cette adaptation est un problèm e de la même nature que 
le problèm e proposé. Elle réussira  si b et c sont donnés n u m é r i q u e ­

m e n t \  par la division du rectangle c 2—b c  par b , ou p arce lle  du carré 
[c—b)2 qu ’on ob tient par une soustraction u ltérieure  du rectangle 
[c—b )  b .  On aurait bien pu ob ten ir le même résu lta t plus directem ent 
en divisant c 2 par b ;  mais le problèm e a été réduit à des nom bres 
plus sim ples, ce qui est en réalité la voie de la solution arithm étique. 
C’est seulem ent beaucoup plus tard qu ’un com m entateur a exécuté 
g é o m é t r i q u e m e n t  l’adaptation dem andée en profitant, de même q u  E u ­

c l i d e ,  des rectangles d its com plém entaires.
Les nos 2 et 3 contiennent des constructions très grossières d ’un

B ü r k . t .  5 6 ,  p. 8 3 4 ,  note 2.
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cercle égal à un carré donné et d ’un carré égal à un cercle donné.
4La prem ière co rrespondrait à n  =  -------------------- r , la seconde à

/ 1 3 \ ”2 — 19n  =  k( jjr)  , expressions dont l ’iden tité  dem anderait V 2 =  .
Les nos 4-10 con tiennen t po u r les cas particu liers suivants : a = 1 ,2 ,
1 1 1 11 £> 2—, —, le nom bre en tie r ou fractionnaire a2 des petits carrés

dont se com pose le carré de côté a, et encore (7 et 9) des règles plus 
générales pour la form ation et l ’augm entation de carrés. Dans le n° 7 
il est d it qu’une corde p rod u it au tan t de séries (de petits carrés) 
qu elle con tient d ’un ités et le n° 9 est identique à no tre form ule 
(a b)“1 =  à 1 -f- 2 ab -f- Z>2, représen tée géom étriquem ent comme 
dans Euclide  11,4. Citons encore la rem arque dans le n° 4 q u ’on ne 
parle que de carrés dans les cas où on ne d it pas expressém ent autre 
chose, rem arque qui fait allusion, selon nous, à la possib ilité  de d i­
visions analogues d ’autres figures. Dans les applications qui suivent, 
l ’au teur connaît en to u t cas la division d ’un rectangle de côtés a et b 
en ab petits carrés.

Les chap itres suivants con tiennen t les applications de ces p ropo­
sitions géom étriques aux constructions ritualistes, p rem ièrem ent à 
celle de l ’autel trapézoïdal dont nous avons déjà parlé. On aura re ­
m arqué que la règle donnée d áo sle  p récéden t chapitre  pour l ’augm en­
ta tion  d ’un carré (III,9), ainsi que la représen ta tion  an térieure  de la 
différence de deux carrés sous form e de gnom on (11,7), a fourni les 
moyens de dé term iner les triang les rectangles à côtés e n tie rs1 dont 
en particu lie r ces constructions p résen ten t p lusieurs exem ples, 
m oyens dont se servaient aussi les Grecs au même effet.

Le n° 7 du quatrièm e chap itre , où l’au teur trouve que l’aire du 
trapèze isocèle de bases 30 et 24 et la hau teu r 36 est égal à 972 un ités 
carrées p résente exceptionnellem ent l ’exemple d ’une véritable dé­
m onstration  géom étrique. En effet, on transform e le trapèze en un 
rectangle par la transposition  du triang le  rectangle form é d ’un des 
deux côtés égaux, de sa projection su r la base et de la hau teur.

La suite tra ite  de constructions de sanctuaires de figures assez 
différentes et de la déterm ination  des nom bres des briques carrées 
ou rhom boidales nécessaires pour rem plir l ’in té rieu r de ces figures

1 M. B ürk m ontre (t. 55, p. 569-572) longuem ent le s  d éterm in ation s de tous  
le s  tr ia n g les  de cette nature qui son t m entionnés dans les ßu lbasutras.
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planes a in si que des formes et des nom bres des briques des bords. 
Ce qui nous y in téresse le plus, c’est la m ultip lication des figures par 
les nom bres de 1 à 6 sans m odification de la forme (XII,1) qui doit se 
faire au moyen du « théorèm e de Pythagore ». M. B ü rk  suppose du 
reste qa A  pas tamba  qui n ’a parlé , dans la partie géom étrique, de l’ap­
plication de ce théorèm e qu ’à des carrés et non pas même à des rec­
tangles sem blables, se borne dans les constructions pratiques à des 
m ultip lications de carrés. Aussi cro it-il n éce ssa ire1 d ’expliquer au­
trem ent que comme application im m édiate du théorèm e en question 
un renvoi d 'A pastam ba  (XXI,8) à ce qu ’il p ré tend  avoir d it sur l ’ad­
dition de rectangles.

Il s’agit de la trip lication  d ’une figure composée d ’un carré 2402, de 
deux rectangles 120 X  144 et d 'un  rectangle 120 X  132. La trip lica ­
tion du carré se fait d ’après les règles données. P ou r tr ip le r  un rec­
tangle 120 X  144 on a dû, selon M. B ürk, com m encer par le tra n s ­
form er, lui et le rectangle double 240 X  144, en des carrés (11,1) et les 
ajouter au moyen du « théorèm e de Pythagore ». (Il aurait été plus 
sim ple de transfo rm er im m édiatem ent le rectangle 360 X  144 en un 
carré). Il en résulte un carré que selon le procédé indiqué au n° 111,1 
on peu t transform er en un rectangle de côté donné. Mais quel sera ce 
côté? De même que le côté 120 du rectangle donné est la moitié du 
côté 240 du carré donné, le côté correspondan t du rectangle trip lé 
doit être la m oitié du côté déjà déterm iné du carré trip lé.

Comme A pastam ba  n ’avait rien dit sur la som m ation de deux rec­
tangles sem blables et q u ’il renvoie expressém ent à ce q u ’il a dit, 
M. B ü rk  a bien fait d ’essayer de ne faire usage que de ce que son au­
teu r a réellem ent énoncé. Cependant le Sulbasutra nous inspire plus 
de confiance dans le sens pratique de ceux qui ont trouvé les p ro­
priétés géom étriques qu 'il renferm e, et dans leur hab itude de consi­
dérer des figures composées de carrés, que dans leu r faculté d ’expo­
ser bien systém atiquem ent leu r savoir. Une fois en possession d ’un 
côté du rectangle trip lé , ils auron t trouvé de m eilleurs moyens de 
constru ire  le rectangle devant être sem blable au rectangle donné, 
dont les côtés ont le rapport simple de 5 à 6, que la douteuse règle 
de 111,1.

L’au teur du su lbasu tra  peut avoir, du reste, déterm iné plus im m é­
diatem ent le côté du rectangle trip lé au moyen des règles données 
expressém ent. En effet, dans la prem ière descrip tion  de la figure en

1 B ü r k , 56, p. 389.
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question (V ili,2) le rectangle 120 X  144 est formé par le p ro longe­
m ent du carré 1202. Il a donc suffi de trip le r ce carré et de le p ro ­
longer de même de sa cinquièm e partie , et on a pu regarder cette 
dernière opération comme assez sim ple pour négliger de la m en­
tion ner expressém ent. La construction  obtenue de cette m anière se­
ra it identique à celle qui résu lte ra it d ’une application im m édiate du 
« théorèm e de Pythagore  » à des rectangles sem blables. Une m ulti­
plication d ’un rectangle à côtés com m ensurables — et on ne parle 
pas d ’autres — résulte aussi de celle des petits carrés dont il se com ­
pose. Q uoiqu’il en soit, les com m entateurs indiens d ’A pastam ba  n ’h é ­
siten t nullem ent à app liquer le « théorèm e de Pythagore » à l’add i­
tion  de rectangles sem blables.

Ne p résen tan t « le théorèm e de Pythagore » et ses applications les 
plus im m édiates qu’au milieu de vérités géom étriques qui doivent 
avoir été connues bien avant ce théorèm e im portant, notre sulba- 
sutra nous offre la m eilleure occasion d ’en explorer l ’orig ine. R appe­
lons à cet effet la décom position des figures planes en de petits  carrés 
au moyen de deux systèm es de parallèles, décom position qui donne 
une idée nette des aires des carrés et des rectangles dont les côtés 
sont des m ultiples de l ’un ité  et qui rédu it la déterm ination  de ces 
aires à de sim ples dénom brem ents; l’usage de cette décom position 
pour la déterm ination  successive des carrés des nom bres entiers, 
pour la représen ta tion  des différences de deux carrés sous form e de 
gnom ons et pour la déterm ination  des gnom ons qui sont eux-m êm es 
num ériquem ent des carrés, c’est-à-d ire  à l’invention de triang les 
P y thagoriciens; enfin l’application d ’un assez grand nom bre de ces 
triang les à des constructions d ’angles dro its au moyen de cordes. Il 
ne faut oublier non plus que l ’énoncé général du « théorèm e de 
P ythagore » se rapporte aux côtés et à la diagonale d ’un rectangle.

L’usage fréquent de triang les rectangles à côtés entiers nous fait 
présum er que c 'est l’un d ’eux qui a mis sur la trace de la découverte 
générale, et de même que les autres auteurs qui se sont occupés de 
cette question, nous a ttribuo ns à un pur hasard  la prem ière obser­
vation des valeurs des côtés de ce triang le  rectangle, qui a été p rob a­
b lem ent celui des côtés 3, 4, 5. La sim plicité de ces nom bres donne 
en effet à cette hypothèse une grande probabilité  qui pèse plus que 
le fait h isto rique qu’un autre  trian g le  15, 36, 39 ou 5, 12, 13 sert à 
la construction  la plus im m édiate de l’autel indien dont la descrip ­
tion rem onte à l ’époque la plus éloignée.

La division des figures en petits carrés a présenté facilem ent une
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occasion de m esurer avec la c o rd e 1 la diagonale d ’un rectangle aux 
côtés 3 et 4. Alors quelqu’un a été assez in te lligen t pour reconnaître 
l’utilité  de cette valeur sim ple, 5, pour la construction d ’angles droits. 
Ayant sous les yeux les différents carrés composés de petits carrés 
on a pu découvrir que ces nom bres utiles satisfont à la relation 
32 -j- V2 =  52, à la fois dans le sens arithm étique et dans le sens géo­
m étrique de cette équation. Au moyen de cordes on aura pu cher­
cher ensuite dans la figure divisée en de petits carrés, de nouveaux 
rectangles je  y  à diagonale entière 2 et on aura pu constater pour eux 
la même relation .r2 -f- //2 z 2. Toutefois une recherche systém atique
de cette nature ressem blerait trop, selon nous, à la physique expéri­
m entale m oderne. Pour être menée à bonne fin, elle doit avoir été 
accompagnée de quelque in telligence géom étrique. Voici com m ent 
on a pu procéder en com m ençant par 
le rectangle aux côtés 3 et 4.

La figure composée de petits carrés 
contient im m édiatem ent les carrés 
construits sur les côtés 3 et 4, tandis 
que les diagonales des rectangles 
3. 4, ont une position oblique. Néan­
moins il n ’est pas difficile d ’en trouver 
dans une figure divisée en un nom bre 
suffisamment grand de carrés, quatre 
qui form ent eux-m êm es un carré. 11 
s'est donc agi de s’expliquer le fait, 
probablem ent déjà trouvé par expé­
rience, que ce carré contient au tan t de carrés-unités que les deux 
carrés 32 et 42.

Considérons à cet effet le carré de côté 7 qui renferm e le carré 
formé des quatre diagonales de rectangles 3. 4. La figure 2 m ontre 
im m édiatem ent que le carré 72 est composé d ’un carré 32, d'un carré 
42 et de deux rectangles 3. 4 (com parer Apastam ba 111,9). Ln même 
tem ps il est composé du carré formé des diagonales et de quatre moi­
tiés de rectangles 3. 4. 11 en résulte que le carré de la diagonale est 
égala la somme de 32 -f~ 42, et comme cette somme est égale à 52, que 
la diagonale cherchée est égale à 5.

La même figure a pu être utilisée autrem ent. Le carré des diago-

1 M. B ürk s e m b le  é g a l e m e n t  s u p p o s e r  u n  s e m b la b le  m e s u r a g e  f o r tu i t  (55, 
p.  5 6 8 ) .

Fig.  2.
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nales con tien t quatre m oitiés de rectangles 3, 4 et le p e tit carré 1*. 
De même les carrés 32 et 42 placés l’un à côté de l’au tre  en deux 
coins du carré 72 se com posent de deux rectangles 3, 4 et du petit 
carré l 2.

P our avoir le théorèm e général de Pythagore, il suffît à p résen t de 
rem placer 3 et 4 par deux quantités quelconques a et b, 7 p ar b -f- a 
et 1 par b —  a. Sans doute, dans ces tem ps reculés, on éta it trop  peu 
hab itué à l ’abstraction géom étrique pour tire r  im m édiatem ent cette 
conclusion générale, ou du m oins pour la form uler. On s’y est donc 
élevé successivem ent par la considération d ’au tres rectangles p a rti­
culiers et tels q u ’à la fois les côtés étaient des nom bres en tiers et la 
somme de leurs carrés le carré d ’ùn entier. A cet effet on a cherché 
différents groupes de tels nom bres. S’étan t persuadé que, dans ces 
cas, les mêmes décom positions et les mêmes dénom brem ents de 
petits carrés condu isent à une loi unique on ne se sera fait aucun 
scrupule d ’étendre cette loi à tous les autres rectangles. E t de plus, 
avant la découverte des quantités irra tionnelles on n ’aura pas hésité  
à croire que toujours il é ta it possible d ’exprim er les tro is  côtés d ’un 
triang le  comme des m ultip les en tiers d ’une un ité  assez p e tite ; nous 
parlerons plus tard  des efforts faits à cet égard. Voilà donc com m ent 
B a u d h a ya n a i a pu regarder un renvoi aux triang les aux côtés 3 et 4; 
12 et 5 ; 15 et 8 ; 7 et 24 ; 12 et 35; 15 et 36 comme dém onstration  du 
théorèm e général de P ythagore. Il n ’en cite pas les hypoténuses, 
dont les valeurs se sont présentées comme résu ltats des opérations.

L’explication de la découverte du « théorèm e de Pythagore » à la­
quelle nous sommes conduits ici par l ’étude des su lbasutras n ’est ni 
nouvelle ni bornée aux Indiens. M. Cantor a fait rem arqu er 2 qu ’une 
figure qui selon B ioC  se trouve dans l’antique ouvrage chino is in ti­

1 Voir l ’article de M. T h ib a u t  dans le Journal of the Asiatic Society of Ben­
gal, p- 235, 1875.

* Geschichte, I, p. 637.
8 Journal Asiatique, 1841, p. 601, note 1 : « Dans toutes les trois figures, on 

voit un grand carré divisé en 49 parties» dans lequel est inscrit un autre carré 
divisé en 25 parties. Ce second carré est divisé, dans la première figure, en 
quatre triangles rectangles, plus un carré intérieur, dans la seconde il contient 
un carré de 9 parties, dans la troisième, il contient un carré de 16 parties. » 
La première de ces figures doit être identique à la nôtre. Le but des deux 
autres figures est probablement de montrer que la soustraction des carrés 5*-32 
ou 52-4* (représentés géométriquement) laisse une figure (gnomon?) composée 
de, respectivement, 4* ou 3* unités carrées. Du reste ces trois figures méri­
taient bien d’être publiées.
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tulé Tcheou p e i  do it être identique à notre figure 2 . Elle appartien t 
à une partie  de l ’ouvrage qu’on a voulu dater de 1 1 00  avant Jésus- 
C h rist; mais cette partie  a subi une revision d ’où dérive peu t-ê tre  J a  
figure. Toutefois l ’ancien te x te 1 a contenu une m ention du triangle 
rectangle de côtés 3, 4, 5 et de son application à des constructions 
d ’angles dro its et il l a attachée à la division de carrés en petits carrés. 
11 est vrai qu ’on commence par le carré 91 2, qui n ’a ici aucun usage 
im m édiat; mais selon un com m entateur ce carré ne doit servir que 
d ’exem ple de carrés divisés. On a donc eu un po in t de départ sem blable 
à celui des Indiens. La figure peu t ind iquer une ancienne dém ons­
tra tion  chinoise, ou, peut-être, si elle n ’a été in trodu ite  que par la 
revision déjà m entionnée, serait-elle due à une influence indienne.

On retrouve, comme le rem arque aussi M. C antor2, notre carré 
in térieur, décom posé en quatre triang les et un petit carré dans les 
dém onstrations dW bûl W afa  et de Bhaskara. Bien entendu, ces au­
teurs d ’époques où l ’on connaissait depuis longtem ps le théorèm e 
général ne se bo rnen t nullem ent à des triangles de côtés commen- 
surables. C’est aussi par une transposition  géom étrique beaucoup 
plus m oderne quW bûl W afa , qui s’adresse à des ouvriers curieux 
de com prendre un procédé pratique, transform e la somme de deux 
carrés en un carré décom posé de la m anière indiquée, tandis que 
B haskara  se contente d ’inviter les lecteurs à regarder s^ figure. De 
même que M. Cantor nous croyons que le savant arabe, aussi bien que 
le savant indien doivent leu r figure à une ancienne trad ition  indienne.

C’est encore essentiellem enCle même procédé qui, selon une sup­
position de M. Bretschneidet\ aurait conduit Pythagoi'e à la découverte 
du théorèm e cpii porte son nom. Cette hypothèse peut s'appuyer 
sur les divisions de 'carrés en carrés et rectangles du second livre 
à' Euclide. Toutefois voulant avant tou t donner des dém onstrations 
indépendantes de la com m ensurabilité des côtés des différentes fi­
gures, Euclide ne décom pose pas les figu res’en petits carrés égaux; 
mais l’in térê t que portèren t aussi les Grecs à la recherche des 
triangles rectangles des côtés rationnels, indique que la division 
en parties égales a été en usage avant lui. Ayant dém ontré dans son 
prem ier livre le « théorèm e de Pythagore » à sa propre m anière, 
Euclide n ’y revient pas de nouveau, mais cela n ’em pêche pas de

1 Journal Asiatique, p. 599-600, 1841.
2 Geschichte, p. 601 et 61*.
8 Die Geometrie vor E uk lid , p. 82
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f i

chercher dans les décom positions de son deuxièm e livre le po in t de 
-départ de la dém onstration  qui avait précédé la sienne. Rem arquons 
à cet égard que le théorèm e 8 exprim e dans notre langage sym bolique 
la relation [b -f- #)a =  [b —  « ) 2 +  4ab, ou bien la décom position de notre 
grand carré [T2 dans la fig. 2 ) en quatre rectangles a b et un pe tit 
carré. Le carré qui reste en en soustrayant les m oitiés des quatre 
rectangles a b, où bien no tre carré in scrit form é des diagonales des 
quatre rectangles, sera donc égal à (b — à)2 -f- 2 a b ou bien, selon le 
n° 7 du même livre, à b2 -f- a 2.

Néanm oins, précisém ent la circonstance que les théorèm es du se­
cond livre sont assez généraux pour rendre  indépendante de la com- 
m ensurab ilité  des cotés une dém onstration  appuyée sur ces th éo ­

rèm es, donne lieu à des objec­
tions contre l’hypothèse de M. 
Bretschneider, On sait, en effet, 
que la dém onstration  du « th éo ­
rème de Pythagore » dans le 
prem ier livre d ’Euclide est due 
à cet auteur lui-m êm e, et la né­
cessité d ’une nouvelle dém ons­
tra tion  s’expliquerait d ’une m a­
nière assez plausib le par l ’in tro ­
duction dans les E lém ents de 
la théorie  rigoureuse des p ro ­
portions due à Eudoæe. Or cette 
théorie  et ses applications ne se 

trouvent que dans les Vme et Vlme livres d’Euclide, tandis qu ’il avait 
besoin an térieu rem en t du « théorèm e de Pythagore ». Dès lors si la 
dém onstration connue avant Euclide  dépendait des p roportions, elle 
m anquait la rigueur qu ’il recherchait, et il ne lui é tait pas possible 
de suppléer à ses défauts dès le p rem ier livre, il fallait donc lui en 
substituer une autre.

Ces considérations conduisent à a ttrib u e r aux Grecs avant Euclide  
une dém onstration  dépendant de la théorie  des proportions, im ­
parfaite à cette époque. Dès lors il faut penser en prem ière ligne h la 
sim ilitude des triangles ACD et CBD, fig. 3 , qu’on ob tien t en 
abaissant la perpendiculaire C D du som m et de l’angle dro it d ’un 
triang le  rectangle A B C  sur l ’hypothénuse tan t entre  eux qu’avec le 
triang le  A B C .  Euclide dém ontre (VI, 8 ) l ’égalité des angles de ces 
triang les, ce qui lui aurait été possible dès le prem ier livre, et il en
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conclut la p roportionnalité  de leurs côtés, conclusion qu’on n ’avait 
pas besoin de re jeter si loin tan t qu ’on n’avait pas égard aux cas où les 
côtés é taient incom m ensurables. On sait que ces proportions am è­
nen t l ’égalité des deux carrés des côtés de l’angle d ro it aux deux 
rectangles q u ’on ob tien t en partageant le carré de l ’hypoténuse au 
moyen du prolongem ent de la perpendiculaire  CD abaissée sur 
l ’hypoténuse. Et c’est précisém ent ces égalités qu ’Euclide dém ontre 
dans I, 47, mais d ’une m anière indépendante de la théorie des p ro­
portions.

R em arquons, afin d 'épu iser le mieux possible les voies qui ont pu 
conduire à la découverte du « théorèm e de Pythagore », que même 
longtem ps avant Euclide on aura pu avoir une idée de la sim ilitude 
des mêmes triang les et en profiter sous une forme ou une autre. 
Pour cela on n ’a pas même eu besoin de la notion expresse de la 
grandeur d ’un angle : c’est au contraire l’idée générale de sim ilitude 
qui a m ontré l’u tilité  de cette ca tég o rie1. Du reste, dans la dém ons­
tration  rigoureuse de la sim ilitude nous faisons même au jourd’hui 
usage d 'un  postulat regarde* comme plus sim ple; mais ce postulat 
lui-mêm e est em prunté orig inairem ent à des cas plus concrets tels 
que ceux que présente notre ligure.

Sans doute, pour com m encer, on n ’aura su profiter des propor­
tions exprim ant cette sim ilitude qu'en des cas où les côtés ont des 
rapports très sim ples tels que celui où les côtés B C et C A sont égaux 
à 3 et 4, et alors en m enant effectivement les parallèles m ontran t la 
p roportionalité  des côtés et des segm ents, ou peu t-être celles qui 
divisent les rectangles en parties égales. Dans le dern ier cas fi g. 3>, 
on voit que le rectangle ayant B C pour* diagonale est composé de 
neuf petits rectangles et le rectangle ayant C A pour diagonale de lfi. 
Or A BCD 4" A CDA =  A BAC. Donc le rectangle ayant l’hy­
poténuse A B pour diagonale doit se com poser de vingt-cinq petits 
rectangles de la même grandeur et par conséquent A B =  3. On pourra 
app liquer la même dém onstration à tous les triangles rectangles 
dont les côtés sont exprim ables par des nom bres entiers, mais seu­
lem ent indirectem ent aux autres.

1 Hankel, Geschichte. p. 76 se sert à peu près de la même figure pour expli­
quer la découverte de la somme des angles d un triangle. On n’a donc pas — 
aussi selon lui — eu besoin de connaître cette somme pour découvrir la simili­
tude de nos triangles ou rectangles. Remarquons encore que dès la première 
observation de l ’angle droit d un triangle aux côtés 3, C 5 il dut s y joindre la 
connaissance que cette détermination est indépendante de lim ité de longueur.

II™« Co ngr es  int er n  df P hilos op hi e  1904. 5 4
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Nous ne savons pas si la connaissance du « théorèm e de P y tha- 
gore » a une orig ine unique, ou s’il y a eu p lusieurs découvertes in ­
dépendantes ni, dans le dern ie r cas, si on y est parvenu de la même 
m anière ou par des procédés différents. Ceux-ci peuvent avoir p ris  
des form es plus ou m oins sem blables à ceux don t nous avons parlé ; 
mais en tou t cas nous croyons que les voies doivent avoir suivi l ’une 
ou l’autre des deux d irections que nous avons indiquées. Q uoiqu’il 
en soit nous avons du m oins m ontré com m ent il a été possible de 
s’élever au théorèm e général en com m ençant par considérer des 
triang les rectangles de côtés entiers. Ce qui a laissé au con tra ire  des 
traces plus sûres, c’est l ’usage orig inaire  de ces triang les. On les 
découvre dans les géom étries anciennes que nous connaissons le 
mieux : la géom étrie indienne et la géom étrie grecque. E t elles s’y 
m ontren t prem ièrem ent à la m anière dont on tra ite  du triang le  rec­
tangle et isocèle. Que le théorèm e y était applicable dans sa form e 
géom étrique, voilà ce qui était presque im m édiatem ent évident. 
Com m ent donc y appliquer aussi sa forme arithm étique?

Du côté des Indiens nous avons trouvé une réponse à cette question  
dans A pastam ba  I, 5 qui nous apprend  que la diagonale d ’un carré de . /  1 1 1 \côté c est Í 1 -|—̂  -f —  — Je. Que cette excellente approxim ation
soit regardée comme une expression exacte ou approchée de V 2 , elle 
substitue à la diagonale un segm ent com m ensurable aux côtés, ce qui 
perm et d 'y appliquer aussi la forme arithm étique du « théorèm e de 
P ythagore », et rend ra it possible la décom position du carré de la 
diagonale en un nom bre de petits carrés égaux, double de celui dont 
se compose le carré donné.

C ependant nous ignorons com m ent on a trouvé cette approxim a­
tion . Il aurait été possible d ’y arriver en m esurant sim plem ent la 
diagonale d ’un carré au moyen d ’une corde ayant la longueur du 
côté. Alors, ayant vu qu’elle est plus grande que cette corde, on aura, 
pour en m esurer le reste, mis la corde en deux et puis en tro is et vu 
ainsi que ce reste est un peu plus g rand  que la troisièm e partie  de la 
corde. En m ettan t ensuite cette troisièm e partie en deux, en tro is et 
en quatre on aura vu que ce qui resta it encore est un peu p lus petit 
qu’un qu art de la troisièm e p artie , et en essayant de m esurer de
m êm ece qui m anquait à la diagonale p our ê tree^ l + ^ + 3- ^  on aura

1trouvé que ce défaut est égal à ^  de la dernière m esure em ployée. 
Avec une corde assez fine on a très bien pu faire ces m esures de la
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diagonale d’un carré assez grand et alors on aura pu regarder ces 
m esures comme exactes.

Je suis toutefois plus disposé à croire que même à cette époque 
reculée, les Indiens ont été d ’assez bons calculateurs pour trouver 
a rithm étiquem ent la valeur approchée de y  2 . Dans ce cas le résu lta t 
a pu assez naturellem ent p rendre la forme indiquée par Apastam ba. 
En effet, si l ’on a commencé par essayer de donner à la fraction qu ’il
faut ajouter à 1 pour avoir y  2 la valeur de -i, les deux corrections

1 1  , . suivantes —  et — seront des consequences presque im m é­
diates de ce que

y  2 — a  ±  X

am ene
2 =  r/8 +  2 a x  -J- .r2.

1 1 1En y substituan t successivem ent a —  1 +  — et <z =  1 -f- et en
négligeant le term e x 2, on trouvera, respectivem ent pour les signes 

1 14- e t —, x  =  3—7 et X =  -   ̂ y . Or Apastam ba  connaît sous forme géo­
m étrique la formule

[a -|- ‘¿ri2 a 1 -f- 2 a x  -f- .r2,

et
\a —  x \ * —  a 2 —  2 a x  -f- ,r2,

n ’est qu’une autre  in terprétation  de la même figure géom étrique (celle 
où a rem place a -\- x  et a — .r rem place à). On a donc pu attacher 
le calcul que nous venons d ’indiquer à cette même figure, en cher­
chan t avec son aide les corrections x  qu ’il faut ajouter à, ou sous­
tra ire  de la valeur <7 , pour ob ten ir le côté d ’un carré s’approchant 
davantage de y  2 .

En nég ligeant le petit carré x'1 on a dû voir qu’en faisant ce calcul 
on n’ob tenait qu’une approxim ation de plus en plus grande; mais les 
Indiens ne se sont sans doute jam ais posé la question plus abstraite 
de savoir s’il était en vérité absolum ent im possible de trouver une 
fraction num érique égale à y  2 — 1 . L’approxim ation sans lim ites 
leur suffisait et pouvait leur suffire dans toutes les applications de
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leurs calculs. Aux époques plus h istoriques ils on t gardé les mêmes 
points de vue. Les p rop rié tés des figures dites « trapèzes de Brahm a- 
goupta » sont m ontrées pour des cas de côtés entiers et perm ettan t 
une facile exécution de tous les calcu ls; on y é tait assez versé 
pour voir que les mêmes calculs étaient possibles et par consé­
quent les mêmes résu ltats ju s te s , si les côtés avaient d ’autres 
valeurs com m ensurables. Cela leu r suffisait pour étab lir des p ro ­
priétés exprim ant les form ules fondam entales de la trigonom étrie  
(sin [x +  y), e tc .)1.

Dans la géométrie grecque les efforts pour calculer num érique­
m ent la diagonale d ’un carré on t laissé des traces encore plus im por­
tantes. C’est à eux que se rattache la prem ière connaissance de quan­
tités incom m ensurables que nous rencon trions dans l’h isto ire , et cette 
connaissance a provoqué ensuite les dém onstrations géom étriques 
que nous devons aux Grecs.

Sans doute on a essayé de calculer exactem ent y  2 , et de même que 
les Indiens on n ’en a trouvé que des approxim ations — dont nous 
allons parler tout à l’heu re ; — mais alors on s’est dem andé si cela 
dépendait seulem ent de la m éthode choisie ou de la natu re  de la 
question. On a fini par trouver la dém onstration  de la seconde a lte r­
native. Elle a été placée, dans la p lupart des éditions d ’Euclide, à la 
fin du dixième livre. Selon M. H eib erg 1 2 cette place n ’est pas justifiée , 
mais Aristote  parle de cette dém onstration 3 d ’une m anière qui m ontre 
qu elle a été bien connue avant lui. On peut la rendre  à peu près de 
la m anière suivante. Si la diagonale a un rapport num érique au côté 
et que d : c soit l’expression la plus sim ple de ce rapport, on aura 
d2 —  2c2. Il en résulte que d  est un nom bre pair et par conséquent c
un nom bre im pair. Or c aura le même rapport à Il en ré su lte ra it
que c est pa ir . La supposition est donc im possible.

Après cette découverte on devait se con ten ter d ’inventer, pour le 
calcul de la diagonale ou de y 2 , des procédés d ’approxim ation succes-

1 Voir un article sur l’arithm étique géométrique des Grecs et des Indiens  que 
je viens d’insérer dans la Bibliotheca mathematica (3), V, p. 110.

2 E u clid e , III, p. 27.
8 41a24. M. A ll man , Greek Geometry, p. 43, penseque la forme d’une réduction 

à l’absurde empêche d attribuer cette démonstration à P ythagore; mais on a pu 
très bien revêtir après lui un raisonnement déjà connu d’une forme plus à la 
mode. De telles formes générales succèdent toujours dans l’histoire des mathé­
matiques à quelques-unes de leurs plus utiles applications particulières.
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sive et le soin qu ’on y a apporté m ontre l ’in térêt qu’on attachait p ré ­
cisém ent à cette quantité  irrationnelle . En ayant parlé dans mon 
H istoire des M athém atiques1 je n’y reviendrai pas ici; je me contente 
de rappeler qu ’il s’agit d ’applications des deux théorèm es 1 1 , 9 et 10 

d 'Euclide  exprim ant que quatre points A, B, C, D d ’une droite dont 
C est le milieu de A B satisfont à l’équation

AD2 4- DB2 =  2 AC2 H- 2 CD2,

et de souligner que, conform ém ent à leur destination, Euclide  ra t­
tache leur dém onstration à la considération des projections de seg­
m ents de côtés d ’un triangle rectangle et isocèle sur rhypoténuse, 
quoiqu’il eut pu très bien y parvenir par les divisions de carrés au 
moyen de parallèles aux côtés dont il s’était servi dans les dém ons­
tra tions précédentes du même livre.

Après la découverte des quantités incom m ensurables, il devenait 
nécessaire de rendre les dém onstrations et les opérations m athém a­
tiques indépendantes de la division des différentes quantités en 
nom bres finis de parties égales. La représen tation  géom étrique dont 
on se servait déjà y offrait un beau moyen, car deux segm ents de 
droites représen ten t aussi bien des quantités incom m ensurables que 
de*s quantités com m ensurables. Nous avons vu que les auteurs des 
Sulbasutras savaient aussi réduire la transform ation d'un rectangle 
en un carré à une application du « théorèm e de Pythagore » \ A pas­
ta mb a 11, 7;, mais que leur solution du problèm e inverse (111, 1) n ’est 
applicable q u ’à des figures données num ériquem ent ; nous avons ainsi 
m ontré qu’on ne s'était pas encore élevé à la généralité géom étrique. 
De même les opérations géom étriques des successeurs indiens de 
ces auteurs ont toujours en vue des figures num ériquem ent données. 
Euclide , au contraire, protite de la représentation géom étrique pour’

1 A ntiqu ité  et Moyen Age, resp. p 51, 58 et 48 dans les éditions danoise, 
allemande et française. Il s ’agit du calcul de | /  2, rapporté par T heon de S myrne , 
dont M. Paul T ankery  avait montré (Revue philosophique, LXI, p. 291) qu ii 
était connu avant l’époque de Platon. Dans mon livre sur la théorie des coniques 
dans 1 antiquité (édition danoise, 1885, p. 25; édition allemande, p, 28) j ’avais 
remarqué que les théorèmes 9 et 10 du livre II d Euclide contiennent précisé­
ment la démonstration de cette méthode. Peu après, et indépendemment de moi, 
M. B ergh a fait la même remarque (Schlömilch Zeitschrift, XXXI, h. 1. Abt., 
p. 185), et enfin M. H i l t s c h  a montré (Bibliotheca mathematica (8), I. p. 88), 
comment, selon Proclus, les Grecs depuis les Pythagoriciens ont fait effecti­
vement l’usage des deux théorèmes que j avais indique.
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rendre ses'dém onstrations et opérations, même celles qu’on trouve 
dans son second livre et qui sont de nature algébrique, égalem ent 
applicables à des quantités com m ensurables et incom m ensurables. 
On sait que ces opérations s’é tenden t ju sq u ’à la solution des équa­
tions du second degré. 11 a même poussé la généralité de sa rep résen ­
tation si loin que de notre tem ps il a fallu déco uv rir1 qu’à son épo­
que on savait bien résoudre des équations num ériques par les procédés 
q u ’il donne sous forme géom étrique.

Cet em ploi de la représen ta tion  géom étrique sem ble rem onte r 
ju squ ’aux Pythagoriciens : Il règne dans les prem iers livres Euclide, 
mais à p a rtir  de son cinquièm e livre nous rencontrons une théorie  
des proportions, suivie de leurs applications, égalem ent constru ite  
pour les quantités com m ensurables et pour les incom m ensurables.

1 C’est avant tout M. Paul T annery qui l a constaté par la considération du 
10me livre d’Euclide. Je renvoie du reste à mon Histoire des mathématiques où 
je montre en détail ce caractère de la Géométrie grecque qui dérive de la dé­
couverte des quantités incommensurables. Dans sa seconde partie je m’occupe 
aussi de Ja manière dont ce caractère s ’est propagé ou modifié dans les temps 
modernes.


